CONCOURS PE RECRUTEMENT DE PROFESSEURS
DE LYCEE PROFESSIONNEL AGRICOLE - 2éme grade (PLPA2)

SESSION 2003

Concours : EXTERNE
Section : Mathématiques — Sclences physiques

MATHEMATIQUES

(Coefficient : 2 - Durée : 4 heures)

Matériel autorise : calculatrice
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L'épreuve est constituée de deux problemes.

Le premier traite d'une application géométrigue F, définie avec l'aide des nombres complexes .
construction géoméirique de l'image dun poiii, étude d'images er d'images reéciprogues
d’ensembles de pomis.

Le dewxiéme, d'analvse, est composé de deux parties
la premizre a pour objet I'étude d 'intégraies genéralisees |
la deiorieme est consacrée & !étude de la convergence d'une série.

La qualité de la rédaction. la clarté et la précision des raisonnements inlerviendron! pour uwie
part imporianie dans l'appréciation des copies.

I yrilisation des instruments de calcul est autorisee, nOLAMMENI celle des calculatrices de pochs
G condition qu'elles soient & fonctionnement aulOnOme €l gu'il ne soir pas fait usage dITMprimanie.
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PREMIER PROBLEME

On se place dans Je plan affine euclidien orienté &, rapporté a un repére orthonormal direct
(O.,7) .

MV

L

Pour tous points M et N, la distance de M et N, notée MN, est telle que MN = t

Le point de coordonnées (x,y) est caractérisé par son affixe, le nombre complexe z=x+1).
Soit f Papplication de I'ensemble € des nombres complexes dans C qui, & tout nombre

. . . . z .
complexe z, associe le npombre complexe z° tel que F=0ssz=0etz' =Re(z)x— 51 270 ;

e

[ Re(z) designe la partie reelle de z].

On note F ’application de & dans & qui, & tout point M d'affixe z, associe le point M " d'affixe

1-  Soit z un nombre complexe.
Vérifier que |z’ =|Re(z)|.
2-  a. Déterminer I’image par I’application F de I'axe ({4 V) des ordonnees.

L’application F est-elle une bijection de & sur & 7

b. Déterminer 'ensemble des points invariants par I’application &

¢. Démontrer que la restriction de F & 'axe (O;#) des abscisses est une bijection de cet axe sur
lui-méme.
3-  Soit M un point n’appartenant ni & ’axe des abscisses, ni a I’axe des ordonnees.

On désigne par H le projeté orthogonal de A sur I'axe des abscisses.

2. Démontrer que OM' = OH et MM' = M .

L. Proposer une construction géométrique a la régle non graduee ¢t au compas du pomt M a
partir du point M. (Illustrer cette construction avec le point A4 d’ affixe 2+31).

¢. Démontrer que M’ est symeétrique de # par rapport & la droite (OM) .

4- . Soit4 un point n’appartenant ni & I’axe des abscisses, n1 a I"axe des ordonnees.
Déterminer 1'image par F de la droite (O4).

I
! b. Déterminer ’image par F de chacune des droites & et &5 , d’equation respectives ¥ =x €t
I

y=-x.

¢. Déterminer I’image réciproque par F de 'axe ((;¥) des ordonnees. [C est-a-dire I"ensemble

des points M du plan dont I'image par F appartient a (O, V) 1

= .l"_l
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DEUXIEME PROBLEME

PARTIE I
Etude d’intégrales généralisees.

1. Pour tout nombre réel o strictement supérieur & —1, on désigne par f, la fonction défme sur

I"intervalle ]D : -.-f;:[ par f (x)=x%e""
a. Soit ¢ un nombre réel strictement supérieur a —1.

Etudier la limite en 0, la limite en + o et le sens de variation de la fonction f, .

b. Tracer sur un méme graphique les courbes représentatives des fonctions fooss Jos - fret 1y

—

dans le plan rapporté 2 un repére orthonormal (unite : 2 cIm).
(Justifier les tracés pour les abscisses au voisinage de 0).
2- o Soit @ un nombre réel strictement supérieur 4 —1.

En distinguant les denx cas a =0 et ~1< a <0, démontrer gue, pour tout nombre rée] x positif

ou nul, I'intégrale _L; “e" dr existe.

b. Démontrer qu’il existe un nombre réel x, te] que, pour tout nombre réel ¢ supérieur ou egal

ax,1"e’ e

b |

ada

[ = &)
¢. Démontrer que 'intégrale j r“ e dr est convergente.

(

o

1. Pour tout nombre réel ¢ strictement supérieur a —1, on pose I'(@) = I “eTdr.
0

|
. Démontrer que, pour tout nombre réel a strictement sup drieura =1, ['(a-D=(a-DI{a).

Pour tout nombre entier naturel », déterminer I'(n).
1

e(a=1) |

1
b. Démontrer que, pour tout nombre réel « strictement supérieur a -1, J (e dr >
0

c. Erudier les limites de T(&), lorsque ¢ tend vers —1, puis lorsque @ tend vers + .
PARTIE II
Etude de la convergence d 'une série,

Pour tout nombre entier naturel 7, on designe par F, la fonction definie pour tout nombre réel x
~ i
positif ou nul par F, (x) = _[: e dr.
Soit x un nombre réel strictement positif,

1- a. Calculer Fy(x) et F(x}.

- . . ] ﬁ . B 7 .J:k
b. Démontrer gque, pour tout nombre entier naturel n, — F (x)=1-¢" > —.
n! — Kl
j I”
2. g. Démonirer que, pour tout nombre entier naturel », - '1- F{x)< —
71! 7.
Ii"'i'

b. Soit (v,) la suite définie pour tout nombre entier naturel » par v, =— .
m1!

L

A T'aide de I'egalite v | = v, , démontrer que la suite (v,) est cenvergente et & pour limite C.
77+ |

, O X . s
3. Démontrer que la série ¥ —— est convergente et dterminer sz SOIMmIe.
— k
k={ -

'_j:l
LTS
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